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IMITATING MODEL OF THE AGRICULTURAL TRACTOR UNIT FO R RESEARCH OF 
DYNAMIC LOADINGS IN TRANSMISSION AND SMOOTHNESS OF A MOTION 

 
Summary 

 
In the article presented is the developed imitating mathematical model for research of dynamic loadings in transmission 
and smoothness of a motion of the machine-tractor unit on the basis of chassis with all driving wheels of the hinge-jointed 
agricultural tractor with the wheel formula 6К6. 
 
 

ИМИТАЦИОННАЯ МОДЕЛЬ СЕЛЬСКОХОЗЯЙСТВЕННОГО ТРАКТОРНОГО  
АГРЕГАТА ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ ДИНАМИЧЕСКИХ НАГРУЗОК  

В ТРАНСМИССИИ И ПЛАВНОСТИ ХОДА 
 

Резюме 
 
В статье приведена разработанная имитационная математическая модель для исследования динамических нагр
зок в трансмиссии и плавности хода машинно-тракторного агрегата на базе полноприводного шарнирно-
сочлененного сельскохозяйственного тракторного шасси с колесной формулой 6К6. 
 
 
Введение 
 
 Одно из направлений развития тягово-
энергетической базы машинотракторных агрегатов (
ТА) состоит в создании на базе серийных тракторов п
лноприводных универсальных шарнирно-сочлененных 
шасси с колесной формулой 6К6 сельскохозяйственн
го назначения с технологической площадкой на задней 
полураме, на которой могут агрегатироваться, наприм-
ер, самосвальная платформа, емкости для перевозки и 
разбрасывания жидких удобрений и ядохимикатов со 
штанговым оборудованием и многие другие виды об
рудования. Отличаясь повышенной проходимостью, 
высокими маневровыми качествами и лучшей присп
собленностью к работе в тяжелых дорожных условиях, 
такие МТА позволяют реализовать новые принципы 
агрегатирования шасси в составе многооперационных 
технологических с.-х. агрегатов, что существенно по
ышает эффективность их применения.  
 Однако данных для проектирования таких шасси 
пока недостаточно, в частности, данных о динамике н
грузок на несущую систему и разветвленную трансми
сию в реальных условиях эксплуатации МТА. Натур
ые испытания – дорогие и длительные. Поэтому пред
тавляет научный и практический интерес создание и
итационной математической модели МТА данного вида 
и проведение моделирования на ЭВМ работы агрегатов 
различного назначения во всем спектре эксплуатацио
ных режимов работы. 
 В соответствии с потребностями практики разраб
тываются математические модели, для исследования 
динамической нагруженности трансмиссии, полурам и 
их шарнирного соединения в характерных условиях р
боты, а также плавности хода машин. Поэтому необх
димо рассматривать динамические системы машин, в 
которых отражены взаимодействия определяющих д
намику их движения подсистем между собой и с неро

ностями опорной поверхности. В силу этого матем
тическая модель должна быть универсальной и предн
значенной для моделирования и оценки сразу неско
ьких динамических свойств исследуемых машин. Не
мотря на сложность ее последующей машинной реали
ации подобные математические модели позволяют с 
большей достоверностью учесть особенности объекта 
моделирования и условия его работы [1, 2]. В то же в
емя более простые модели для исследования отдельных 
свойств машины, например плавности хода, благодаря 
приемлемой адекватности и меньшей сложности позв
ляют с меньшими трудозатратами быстрее добиться 
получения оценок плавности хода машины,  а потому 
также широко используются в проектных исследован
ях [3, 4]. 
 Отдельные научные положения методического по
хода к имитационному моделированию тракторных ш
сси сельскохозяйственного назначения разработаны а
торами в более ранних работах [1, 3, 4] и также испол
зуются в данной модели. 
 
Дифференциальные уравнения движения трактор
ого агрегата по опорной поверхности 
 
 Расчетные динамические системы тракторного а
регата разработаны при допущениях, характерных для 
решения аналогичных задач [1, 2, 4]: подсистема мот
рно-трансмиссионно-движительной установки предс
авляет собой дискретную динамическую крутильную 
систему с безынерционными упругодемпфирующими 
связями; движение машины - прямолинейное по случа
ному микропрофилю горизонтальной дороги; ходовая 
система рассматривается как плоская симметричная о
носительно своей продольной оси; остов машины пре
ставляет собой твердое тело с продольной осью симме
рии; статистические параметры дорожных воздействий 
на правые и левые колеса равны; сиденье водителя ра
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положено в продольно-вертикальной плоскости симм
трии и совершает вертикальные колебания; массы си
енья и водителя сосредоточены в одной точке; шина р
ссматривается упругой в радиальном направлении, а 
свойства касательного взаимодействия с деформируе
ой опорной поверхностью учитываются так называемой 
кривой буксования колеса; колеса совершают безот
ывное движение; беговая дорожка шины рассматрив
ется в виде безынерционного обруча с радиусом, ра
ным радиусу качения, контакт колеса с дорогой учит
вает сглаживающую способность шин; жесткости шин, 
трансмиссии, подвесок постоянны, демпфирующие 
сопротивления линейны относительно скорости деф
рмации; высокочастотные колебания не рассматрив
ются; колебания масс динамических систем тракторно-
го шасси малые. 
 На рис. 1 представлена расчетная схема тракторного 
шасси в транспортном режиме работы, которая включ
ет в себя динамическую систему трансмиссии (рис. 1а) 
и колебательную систему машины при движении по 
неровностям опорной поверхности. 
 В динамической системе трансмиссии приняты сле-
дующие обозначения: I1, ω1 – момент инерции вращ
ющихся деталей двигателя и угловая скорость враще

ия его коленчатого вала; I2, ω2 – момент инерции вед
мых деталей сцепления и его угловая скорость; I3, I4, ω3 
, ω4 – моменты инерции и угловые скорости соответст-
венно деталей на ведущем и ведомом валах коробки 
передач и их угловые скорости; I5, ω5 – момент инерции 
деталей раздаточной коробки и его угловая скорость; I6, 
ω6 – момент инерции ведомой части муфты управления 
задними ведущими мостами и его угловая скорость; I7, 
ω7 – момент инерции передних ведущих колес и их уг-
ловая скорость; I8, ω8 – момент инерции деталей вед
щего заднего моста, включая зубчатое колесо бортовой 
передачи, от которого крутящий момент распределяе
ся на первые и вторые задние колеса, и его угловая с
орость; I9, I10, ω9 , ω10 – моменты инерции задних колес 
и их угловые скорости; cij, kij – крутильные жесткости и 
демпфирование в ij -х участках трансмиссии (i=2,4,5,6,8; 
j=3,5,7,8,9,10); Mij – упругие (динамические) моменты в 
в ij -х участках трансмиссии; F1, F2 – соответственно с
епление и муфта включения-выключения заднего мос
а; Мdv – крутящий момент двигателя; Fkir i/(Uiηi) – кру
ящие моменты на ведущих колесах (i=7,9,10). 
 Все элементы, входящие в динамическую систему 
трансмиссии машины, приведены к коленчатому валу 
двигателя. 

 

 
 
Рис. 1. Расчетная динамическая модель тракторного агрегата 
Fig. 1. Settlement dynamic model of the tractor unit 
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 Система дифференциальных уравнений, описывающая работу трансмиссии тракторного шасси, оборудованного 
самосвальной платформой с устройством погрузки для перевозки сельскохозяйственных грузов, например сахарной 
свеклы от кагатов в поле к месту переработки, в транспортном режиме, имеет следующий вид: 
 

при 21 ωω ≠         при 21 ωω =  

;111 Fdv МMI −=ω&      ( ) ;23121 МMII dv −=+ ω&  

;23122 МMI F −=ω&      ( ) ;23221 МMII dv −=+ ω&  

( ) ( ) ( )[ ];534545322323343 ωωωωω −+−−+=+ KMKMII &  

( ) ( ) ( )[ ];544545322323443 ωωωωω −+−−+=+ KMKMII &  

( ) ( ) ( ) ( )[ ];755757856868544545565 ωωωωωωω −++−+−−+=+ KMKMKMII &  
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( );322323 ωω −= CM&  

( );544545 ωω −= CM&  

( );755757 ωω −= CM&  

( );866868 ωω −= CM&  

( );9889389 ωω −= CM&  

( );108810810 ωω −= CM&  

где Fki – касательная сила тяги, развиваемая колесами i-го моста; rdi – динамический радиус колес i-го моста; 
Ui=U кпUркUМ – передаточное число от двигателя к колесам i-го моста, здесь Uкп ,Uрк ,UМ – передаточные числа соо
ветственно коробки передач, раздаточной коробки, ведущего моста; ηi – КПД привода к колесам i-го моста. 
Система уравнений (1) имеет нулевые начальные условия, кроме ω1 =ω10, то есть в начальный момент времени  -
оленвал двигателя имеет некоторую угловую скорость ω10. 
 
Для определения касательной силы тяги колес i-го 
оста используется формула: 
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где ϕ  - коэффициент сцепления колес с опорной пов

рхностью; iG  - вертикальная нагрузка, приходящаяся 

на i-й мост; k -  коэффициент, зависящий от свойств оп-

орной поверхности; iδ  - буксование колес i-го моста. 

Буксование колес ведущих мостов рассчитываются по 
выражению: 
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где Tiϑ  - теоретическая скорость центров колес i-го м

ста; x&=ϑ  - действительная скорость машины; iω  - 

угловая скорость колес i-го моста, определяемая из ре-
шения системы уравнений (1). 

 Математические описания работы двигателя, муфты 
сцепления при трогании и разгоне машины, а также ра-
боты муфт переключения передач в процессе перекл-
ючения передач в синхронизированной коробке пе
едач и при переключении без разрыва потока мощнос-
ти, в случае гидромеханической коробки передач с ги
роподжимными фрикционными муфтами бустерного 
типа, являются типовыми, широко используются при 
исследовании динамических нагрузок в трансмиссии 
тракторов на математических моделях на ЭВМ [1, 4, 5] 
и в данной статье не приводятся. 
 Решая систему уравнений (1), можно определить 
динамические моменты в основных звеньях трансмис
ии машины при ее движении в различных условиях эк-
сплуатации, буксование колес ведущих мостов и ра
виваемую ими касательную силу тяги, скорость дв
жения машины и т.д. 
 Рассмотрим колебательную систему машины на р
с.1б. На рисунке приняты обозначения: mp, Ip; mk, Ik; mr, 
Ir; mb, Ib – массы и моменты инерции соответственно 
рамы машины с оборудованием (двигатель, трансмис
ия, платформа, грейферный манипулятор и т.д.), каб
ны, груза, балансира; mc – масса сиденья с водителем; 
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ср, ск, сr – центры масс соответственно рамы, кабины, 
груза; ар, вр; ак, вк; аr, вr; аb, вb – расстояния от передней 
и задней опоры до центра масс соответственно рамы, 
кабины, груза, балансира; cmi, kmi; cki, kki; cri , kri  – жес
кости и демпфирование соответственно шин, подвески 
кабины, подвески груза; сс, кс – жесткость и демпфир
вание подвески сиденья водителя. 
 Из рис. 1б видно, что колебательная система маш
ны включает в себя следующие колебательные подси
темы; рама с оборудованием, балансир, кабина, груз и 
сиденье с водителем. Первые четыре колебательные 
подсистемы могут перемещаться в вертикальном нап

авлении ( )rkbp ZZZZ ±±±± ,,, , которое отсчитывается 

от положения статического равновесия, и могут по

орачиваться на малые углы rкbр ϕϕϕϕ ±±±± ,,, . При 

этом можно принять ϕϕϕϕ ≈≈ sinиtg  [1, 2].  

Последняя подсистема – сиденье с водителем – может 

совершать только вертикальные перемещения cZ± , 

также отсчитываемые от положения статического ра
новесия сидения. 
 Следовательно, колебательная система машины и
еет девять степеней свободы (4х2+1=9) и колебание 
машины будет описываться девятью дифференциаль
ыми уравнениями второго порядка. 
 Каждая подсистема получает возмущение от разл
чных источников, воздействующих на точки опоры по-
дсистем. Так, балансир получает возмущения от не
овностей опорной поверхности, которые передаются 
через упругие шины. Причем при равенстве базы ба
ансира Lb и длины неровности lн, точка крепления ба
ансира В будет описывать неровность, то есть перем
щение точки В и осей колес балансира будут одинако
ы. В противном случае точка В будет совершать пере
ещения, отличные от перемещений осей колес, связа
ных с балансиром. Рама с оборудованием получает в
змущение от неровностей опорной поверхности, кот
рые передаются точке А через упругие передние шины 
и возмущения, получаемые точкой В от балансира. К
бина получает возмущения от рамы в точках крепления 
подвески кабины. Возмущения передаются на кабину 
через ее подвеску. Аналогично получает возмущение от 
рамы и груз. Масса сидения с водителем получает в
змущение от пола кабины в точке крепления сидения 
через его подвеску. Следовательно, первые четыре к
лебательные подсистемы представляют собой массы, 
опирающиеся в двух точках на упругие элементы, в к
торых теряется часть энергии. Колебание таких подси
тем описывается следующей системой дифференциал
ных уравнений: 
 

( ) ( ) ;022 1111112311 =−+−++ ξξ ZcZKZMZM pp
&&&&&&  

( ) ( ) ;022 2222222213 =−+−++ ξξ ZcZKZMZM pp
&&&&&&

                (3) 
где М1, М2, М3 – коэффициенты; Z1, Z2 и их производ
ые – перемещения, скорость и ускорения точек над по-

двесками соответственно передней и задней; 1ξ ,  2ξ  и 

их производные – перемещения, скорость и ускорения 
точек крепления подвески (для балансира - высоты не-
ровностей под колесами балансирной тележки); срi, срi – 
жесткость и демпфирование в подвеске. 
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где mi – масса i-ой подсистемы; ai, bi – координаты 
центра масс i-ой подсистемы; ρi – радиус инерции i-ой 
подсистемы; Li – расстояния между упругими 
элементами i-ой подсистемы. 
Система уравнений (3) имеет нулевые начальные ус

овия, то есть при .00 2211 ===== ZZZZt &&  

Итак, колебание машины при движении по неровнос
ям опорной поверхности будет описываться следующей 
системой дифференциальных уравнений: 
- балансир 

( ) ( ) ;022 2122122311 =−+−++ qZcqZКZМZМ bmbmbbbb &&&&&&  

( ) ( ) ;022 3233232213 =−+−++ qZcqZКZМZМ bmbmbbbb &&&&&&  

- рама с оборудованием 

( ) ( ) ;022 1111112311 =−+−++ qZcqZКZМZМ pmpmpppp &&&&&&

 

;02213 =+ pppp ZМZМ &&&&  

- кабина              (4) 

( ) ( ) ;022 1111112311 =−+−++ kkkkkkkkkk ZcZKZMZM ξξ&&&&&&

( ) ( ) ;022 2222222213 =−+−++ kkkkkkkkkk ZcZKZMZM ξξ&&&&&&

- платформа с грузом и механизмом погрузки 

( ) ( ) ;022 1111112311 =−+−++ rrrrrrrrГГ ZcZKZMZM ξξ&&&&&&  

( ) ( ) ;022 2222222213 =−+−++ rrrrrrrrrr ZcZKZMZM ξξ&&&&&&  

- сиденье с водителем 

( ) ( ) .0=−+−+ cccccccc ZcZKZm ξξ&&&&  

 Система уравнений (4) имеет нулевые начальные 
условия. Возмущением для колебательной системы 
машины являются сглаженные по длине пятна-контакта 
шины и неровности опорной поверхности под передн-
ими q1, средними q2 и задними колесами q3. 
Для определения пути, скорости и ускорения поступа
ельного движения машины необходимо составить еще 
одно уравнение: 

;321 fkkk FFFFxm −++=&&         (5) 

где m – масса машины; Ff – сила сопротивления дв
жению; х и его производные – путь, скорость и ускор
ние машины. 
 Силой сопротивления воздуха пренебрегаем, так как 
она мала по сравнению с силой сопротивления движен-
ию. 
Уравнение (5) имеет нулевые начальные условия, то 
есть при .00 === xxt &  

Для решения исходной системы уравнений необходимы 
еще уравнения связи. Запишем эти уравнения: 
- балансир – рама 

,21
2

b

bbbb
pb L

ZвZa
ZZ

+==  

- рама – кабина 
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- рама – груз 

( ) ;2
1

211 p
r

rp
ppr Z

L

lb
ZZ +

−
−=ξ  

( ) ;2
1

212 p
Р

rp
ppr Z

L
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ZZ +

+
−=ξ  

- кабина – сидение водителя 

( ) .221 p
p

cp
ppс Z

L

la
ZZ +

+
−=ξ  

 

Производные сrrkkpZ ξξξξξ &&&&&& ,,,,, 21212 , входящие в 

систему уравнений (4), находятся путем дифференц
рования уравнений связи по времени. 
 Таким образом, решая совместно системы уравне-
ний (1), (4) и уравнение (5), получим все данные по ди-
намической нагрузке в трансмиссии, поступательном 
движении машины и колебаниях ее подсистем. При 
решении названой системы уравнений скорость дв
жения машины, получаемая в результате решения ур
внения (5), подставляется в формулу (2) для расчета б
ксования ведущих колес, а касательные силы тяги ве
ущих колес – в систему уравнений (1) и уравнение (5). 
 Динамические силовые факторы  в местах крепле
ия колес, балансиров, кабины и груза, действующие на 
полурамы машины, что необходимо для прочностного 
расчета последних, а также шарниров с вертикальной и 
продольной горизонтальной осями относительного 
оворота полурам, определяют как сумму соответств
ющих упругих сил и сил неупругого сопротивления 
ерез определяемые при решении уравнений движения 
машины относительные деформации упругих элемен-
тов и относительные скорости в местах упругодемпф
рующих связей динамической модели. 
 Ускорения любой точки рамы машины и упомяну
ые силы в шинах и подвесках находятся по следующим 
формулам: 
- ускорение i-ой точки через известное ускорение k-ой 
точки, отстоящих друг от друга на расстояние 

iL :
2

2
,i k iz z L

t

ϕ∂= + ⋅
∂

&& &&  

 
- вертикальное усилие в шинах  колес моста 

,( 1...3)mi mi mi mi miÐ c f K f i= ⋅ + ⋅ =& ; 

- вертикальное усилие в упругодемпфирующем элемен-
те подвески 

( ),i i i i i i iÐ c f K f F sign f= ⋅ + ⋅ + ⋅& &      (6) 
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где: с – жесткость упругого элемента; 
Кi – коэффициент демпфирования (с индексом 1 – на 
ходе отбоя, 2 – на ходе сжатия); 
F i– абсолютное значение силы сухого трения; 

ff &,  - деформация по координате z и скорость изме

ения деформации упруго-демпфирующих звеньев ди
амической системы. 

 Деформации находятся как разности абсолютных 
перемещений соответствующих точек системы, кото
ые определяются по формуле: 

i j j iz z Lϕ= ±  

 Используя систему уравнений (4), можно определ
ть низшую Ωn и высшую Ωb собственные частоты ка
дой подсистемы. Покажем, как это можно сделать на 
примере системы уравнений (3), которой можно опис
ть колебания подсистем рама с балансиром, кабина, г
уз. 
 В системе уравнений (3) пренебрежем демпфиров
нием в системе подвески (кр1=кр2=0), так как учет де
пфирования в системе изменяет величины собственных 
частот на 3…5%. Кроме того, так как будем рассматр
вать собственные колебания, то на систему подрессо

ивания не действуют возмущения ( 021 == ξξ ). Раз

елим первое уравнение на М1, а второе на М2. Следов
тельно, систему уравнений (3) можно представить в с
едующем виде: 
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Введем обозначения: 

.
2

;
2

;; 2
2

2

22
1

1

1
2

2

3
1

1
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 Коэффициенты ω1 и ω2 называют парциальными ч
стотами – частотами колебаний сложной колебательной 
системы по одной из степеней свободы (Z1 или Z2), ес-
ли перемещение по второй степени свободы невозмо
но. 
 Перепишем систему уравнений в принятых обозн
чениях: 

;01
2
1211 =++ ZZZ ωη &&&&          (8) 

.02
2
2122 =++ ZZZ ωη &&&&  

Сведем систему уравнений (8) к двум уравнениям че
вертого порядка: 
 относительно Z1 

( ) ( ) ;01 1
2
2

2
11

2
2

2
1121 =++−− ZZZ lV ωωωωηη &&  (9) 

 относительно Z2 

( ) ( ) .01 2
2
2

2
12

2
2

2
1221 =++−− ZZZ lV ωωωωηη &&  (10) 

Собственные частоты найдем как корни 
характеристического уравнения, которое будет 
одинаковым для дифференциальных уравнений (9) и 
(10): 

( ) ( ) .01 2
2

2
1

22
2

2
1

4
21 =+Ω+−Ω− ωωωωηη  

 

Решая полученное биквадратное уравнение и учитывая 
только положительные корни, так как частоты не могут 
быть отрицательными, получим две собственные 
частоты колебаний рассматриваемой колебательной 
системы: 
- низшая частота 
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- высшая частота 

( ) ( ) ( ) 
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 (12) 
 
Собственная частота колебаний водителя на сиденье 
рассчитывается по формуле 

.
c

с
в m

с=ω  (13) 

 Таким образом, рассчитав по выражениям (7) коэ

фициенты iη  и 2
iω  для каждой подсистемы, по форм

лам (11) и (12) можно определить низшую и высшую 
частоту каждой подсистемы, а по выражению (13) со
ственную частоту колебаний водителя на сиденье. 
 Таким образом, решая совместно разработанные с
стемы уравнений, получим полную информацию о дв-
ижении МТА в заданных условиях эксплуатации, кол
баниях маховых масс и динамических моментах в тра
смиссии, а также о параметрах случайных колебаний 
подсистем агрегата, при движении по неровностям оп-
орной поверхности, и динамических силовых факторах 
в местах крепления колес, балансиров, кабины и груза, 

действующих на полурамы машин, что необходимо для 
прочностного расчета последних и для оценки плавно
ти хода. 
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