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PRICE OPTIMIZATION OF CEREAL HARVESTING
FROM POINT OF VIEW OF THE SERVICER

Summary

In the article presented is mathematical model which explains influence of price of services provided in the range of mecha-
nized works in agriculture on the profit of service enterprise. The model concerns the combine cereals harvesting, because
this kind of services is most often performed by service enterprises.

OPTYMALIZACJA CENY ZBIORU ZBOZ Z PUNKTU WIDZENIA USLUGODAWCY

Streszczenie

Przedstawiono matematyczny model wyjasniajacy wplyw ceny ustug swiadczonych w zakresie zmechanizowanych prac
w rolnictwie na zysk przedsiebiorstwa ustugowego. Model ten dotyczy kombajnowego zbioru zboz, poniewaz ten rodzaj

ustug wykonywany jest najczesciej przez przedsiebiorstwa ustugowe.

1. Wstep

Celem niniejszej pracy jest zwrdcenie uwagi na pewien
mechanizm wolnorynkowego ksztattowania ceny ustug
maszynowych w rolnictwie. W warunkach gospodarki
rynkowej ostatecznym celem dziatalnosci przedsigbiorstwa
jest uzyskanie najwigkszego zysku, na co wptywa wiele
czynnikéw. Jednym z nich jest cena towaréw lub ushug,
oferowanych przez przedsigbiorstwo. Ze wzrostem ceny
maleje popyt, co moze powodowa¢ zmniejszenie zysku
przedsigbiorstwa, cho¢ niekoniecznie, jesli zwigkszona
cena zrekompensuje ten zmniejszony popyt.

Ponizej przedstawiono matematyczny model
wyjasniajacy wpltyw ceny ustug $wiadczonych w zakresie
zmechanizowanych prac w  rolnictwie na  zysk
przedsigbiorstwa  ustugowego. Model ten dotyczy
kombajnowego zbioru zbdz, poniewaz ten rodzaj ustug
wykonywany jest najczgSciej przez przedsigbiorstwa
ustugowe. Przy budowie modelu poczyniono uproszczenia,
by jego wywdd byt klarowny, co czyni zados¢ zamierzeniu
autora, ktérym bylo jedynie ogdlne zaprezentowanie
problemu optymalizacyjnego.

2. Pozadana liczba kombajnéw w przedsigbiorstwie
ustugowym

Zalézmy, ze przedsigbiorstwo uslugowe bedzie
wyposazone w jednorodne kombajny do zbioru zbéz w
liczbie n. Liczba ta wynika z zalezno$ci:

n=_——, ey

gdzie: S, [ha] — realna powierzchnia do wykonania zabiegu
w danym roku,

T [h] — czas trwania kampanii zniwnej w danym roku,

W [ha/h] — wydajno$¢ pracy jednego kombajnu.

A. Krysztofiak

Formutujac zalezno$¢ (1) zatozono dodatkowo, ze
wydajnos¢ pracy W bedzie stata, niezalezna od gatunku
zbieranego zboza i innych warunkéw.

3. Koszty stale eksploatacji kombajnéw ks

k., =nk, [z, )

gdzie: kg, [zt] — koszty state eksploatacji kombajnéw,
n [-] — liczba kombajnéw na wyposazeniu przedsigbiorstwa
ustugowego,
ks [zt] — koszty state jednego kombajnu.

Biorac pod uwagg zalezno$¢ (1) mozna wzoér (2) zapisaé
nastgpujaco:

sn

k
ko =8 3)
™w "

4. Koszty zmienne eksploatacji kombajnéw kzx

k., =nk.T [z, )

gdzie: k,, [z1] — koszty zmienne eksploatacji kombajnéw,

k., [z¥/h] — koszty zmienne jednego kombajnu na jedna
godzing jego pracy.

Po uwzglednieniu zaleznosci (1) wzér (4) przybiera
nastgpujaca postac:

k
k, =—=8, (1] 5
o =50 12 )

5. Koszty catkowite eksploatacji kombajnow k.

Koszty te, bedace suma rocznych kosztow statych (3) i
zmiennych (5), wyniosa:

kS

k
k,= S +=S, [z, 6
w o Ty o B (6)

e

gdzie: k, [zt] — koszty catkowite eksploatacji kombajnéw.
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Koszty eksploatacji w odniesieniu do 1 ha powierzchni

realnej, S_e , Wyraza si¢ natomiast nast¢pujaco:

r

k. k
k= +—= [zl/ha], @)
™w w
gdzie: k [z1/ha] — jednostkowe, na 1 ha realnej powierzchni
zbioru, koszty eksploatacji n kombajnéw.

6. Zysk jednostkowy i catkowity

Zat6zmy, ze na dany rok ustugodawca ustali dla
wszystkich ustugobiorcéw ceng zbioru zb6z z jednego ha
na g [zl/ha]. Oczywiscie, cena ta musi spelnia¢ warunek
g>k. Wtedy zysk jednostkowy z tytulu wykonania ustugi na
1 ha, z;, wyniesie:

z; =g —k [zt/ha]. ()

Calkowity roczny zysk z, z tytulu wykonania ustug na
powierzchni S, wyniesie natomiast:

z, = &S, — kS, 2] ©)

W tym miejscu mozna postawi¢ pytanie: jak zachowa
sig catkowity zysk z, przy wzroScie ceny ustugi g?
Odpowiedz na to pytanie nie wynika jednoznacznie z
réwnania (9), bowiem jest oczywiste, ze ze wzrostem ceny
g liczba ustugobiorcéw zmaleje 1 zmniejszy sig
powierzchnia S,.

7. Funkcja zysku globalnego

Niech X oznacza zmienna losowa wyrazajaca
najwigksza ceng, jaka jest sklonny zaptaci¢ potencjalny
klient (rekrutujacy si¢ z obszaru objetego dziataniem
przedsigbiorstwa ustugowego) za zbidr zboza z 1 ha, za$ x
[zt/ha] niech oznacza realizacje tej zmiennej losowej
(warto$ci przybierane przez t¢ zmienng losowa z przedziatu
liczbowego <a, b> - rys.l). Niech dana bedzie funkcja
gestosci prawdopodobienstwa f{x) zmiennej losowej X. Od
funkcji tej wymaga sig¢, by byla ona generowana
powierzchnia ustug, nie za$ liczba obserwacji, co pozostaje
w zgodzie z Kotmogorowa aksjomatyczna definicja
prawdopodobienistwa.

Oczywistym jest (pod warunkiem a>k), ze ustalana
przez ustugodawce cena ustugi g powinna pochodzi¢ z
przedzialu <a, b>, to znaczy =zawieraé si¢ miedzy
najmniejsza a i najwigksza b cena x zaptaty, deklarowana
przez ustugobiorcéw. W przypadku ustalenia ceny g

A

f(x)

pomigdzy wartosciami a i b z ustugi skorzysta tylko ta
czgs¢ klientéw, ktéra jest sklonna zaplaci¢ przynajmniej
ceng g (spetnia warunek x>g) — rys 1. W przypadku tym
ustugodawca nie wykona uslug na calej powierzchni
potencjalnej S, co miatoby miejsce przy g=a, lecz na realne;j
powierzchni S,. Udzial powierzchni realnej w powierzchni
potencjalnej ilustruje obszar zakreskowany na rys. 1.
Znajac funkcje gestosci prawdopodobienstwa f{x)
mozna realng powierzchnig ustug S, wyrazi¢ nastgpujaco:

S = ST F(odx hal, (10)

gdzie: S [ha] — potencjalna powierzchnia ustugi (suma
powierzchni ustlug z  gospodarstw  sktonnych do
skorzystania z ustugi najwyzej za ceng x zawarta w
przedziale <a, b>).

Wprowadzajac do réwnania (9) powierzchnig S,
wyrazona wzorem (10) otrzymuje si¢

2, = &S| F(0Odx—kS [ f(xdx AT (11)

Po podzieleniu réwnania (11) obustronnie przez S i

Z

wprowadzeniu  oznaczenia 7;=-¢%  funkcja zysku
S

bezwzglednego przybiera nastgpujaca posta¢, unormowang
wzgledem potencjalnej powierzchni S:

b b
o= g[ F0dx =k f(x)dx [A/hal. (12)

8. Przebieg funkcji z(g)
Nie znajac szczegdlnej postaci funkcji f{x) mozna

sformutowac jedynie ogdlne wilasciwosci zachowania sig
funkcji z(g), a mianowicie.

A. Funkcja z(g) — 0, gdy g — b,
poniewaz wtedy j Fodx 0.
g

B. Funkcja z(g) — a-k, gdy g — a,
poniewaz wtedy j‘ Fodx 1.
8

C. W przedziale <a, b> funkcja z(g) bedzie zawsze
b

wigksza od 0, bo w przedziale tym g-k>0 i J' F(x)dx >0
8

f(x)
Sr
S

»

4/ k a

b X

Rys. 1. Funkcja ggstosci prawdopodobienstwa f{x) jednostkowej ceny zaptaty za ustuge deklarowana przez ustugobiorcow i

prawdopodobienstwo wykonania ustugi Sr/ S

Fig. 1. Function of probability density f{x) of unitary payment price for service declared by service recipient and probability

of service performing Sr/S
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D. Wiasciwos¢ A i C upowaznia do sformutowania
swoistego warunku wystarczajacego istnienia maksimum
funkcji z(g): funkcja z(g) osiaga w przedziale <a, b>
maksimum lokalne, jesli okaze si¢ ona rosnaca dla cho¢by
jednej wartosci g z tego przedziatu.

Warunek D mozna wyrazi¢ nieréwnoscia:

% >0 (13)

dg

ktéra po obliczeniu pochodnej dz funkcji (12) przyjmuje
dg

postac:

(g =k f(2) <[ flx)dx" (14

A
f(x)

(9 - k) f(g),

Graficzna interpretacj¢ warunku (14) przedstawiono na
rys. 2.

Jesli spetniony jest warunek wystarczajacy (13), to ceng
ustugi g~ maksymalizujaca funkcje zysku (12), wyznaczona
na mocy warunku koniecznego istnienia ekstremum funkcji
jednej zmiennej, zawiera rOwnanie:

(8"~ (8= [ Fdx (15

Z réwnania (15) wynika, ze maksimum funkcji zysku
(12) wystapi przy takiej cenie ustugi g=g*, przy ktérej
zréwnuja si¢ obie powierzchnie zaznaczone na rys. 2.

f(x)
b
[/ () dx
9

b

k a

g

b X

Rys. 2. Jesli powierzchnia (g — k) f(g) jest mniejsza od powierzchni j‘ Fx0)dx to funkcja z(g) ma w przedziale <a, b> maksimum

g

Fig. 2. If surface (g —k)f(g) is smaller than surfice jf(x)dx’ so function z(g) has maximumin the range <a, b>

g

A

f(x)

f(x)
M)
b
(9*- k) f(g?) J’f(x) d
g*
/\' k a g* b X
A
z(g)
«_ (b*k)’
~ 4(b-a)
Y T

Rys. 3. Jednostajny rozktad gestosci prawdopodobienstwa f{x) i odpowiadajaca jemu funkcja zysku z(g)
Fig. 3. Unitary distribution of probability density f{x) and corresponding with it profit function z(g)
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9. Przebieg funkcji z(g) gdy zmienna losowa X ma
rozklad jednostajny

Niech zmienna losowa X ma rozklad jednostajny o
postaci:

1

f@=—

(16)

Zgodnie z wzorem (12) funkcja z(g) przyjmie postaé:

U BSOS . i
b—a b—a” b-a 4
Przebieg  funkcji  filx) 1 z(g) przedstawiono

schematycznie na rys. 3.

Rachunek wykonany wedlug réwnania (17) kolejno dla
g=a 1 g=b daje wynik z(a)=a-k i z(b)=0, co pozostaje w
zgodzie odpowiednio z whasciwoscia B i A. Funkcja z(g),
dana réwnaniem (17), ma maksimum, co wynika z
wlasciwosci paraboli. Maksimum to przypada przy warto$ci
ceny ustugi g, ktéra wyznaczona z réwnania (15) dla
jednostajnej funkcji f{x) wynosi:

b+k

2

*

8 (18)

Uwzgledniajac rezultat (18) w réwnaniu (17) uzyskuje
sig nastepujaca warto$¢ z maksymalnego zysku:

(b+k)

4(b—a)'

%

19)

W rozpatrywanym przyktadzie optymalna cena ustugi
g moze przyja¢ wartos¢ z przedzialu <a, b> lub mniejsza
od a. W pierwszej sytuacji optymalne rozwiazanie jest
realne, natomiast w drugiej — funkcja z(g) osiaga tylko
supremum przy g=a, ktére wyniesie zy,= a-k. Warunkiem
powstania pierwszej sytuacji jest b+k>2a, natomiast drugiej
b+k<2a. Rys. 3 dotyczy pierwszej sytuacji.
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10. Podsumowanie

Przedstawiony model pozwala na sformutowanie
nastgpujacych ogdlnych spostrzezen.
a) Wplyw ceny ustugi, pochodzacej z przedziatu <a, b>,
na zysk przedsigbiorstwa uslugowego moze by¢ dwojaki.
Ze wzrostem ceny w tym przedziale zysk z bedzie stale
malat, od wartosci z=a-k - przy g=a, do wartosci z=0 - przy
g=b. Uzasadniona cena ustugi g bedzie wéwczas cena g=a,
i usluga objeci zostang wszyscy klienci. Mozliwa jest tez
druga sytuacja, w ktérej ze wzrostem ceny g zysk z ro$nie
poczatkowo, od wartosci z=a-k, by, po osiagnigciu
maksimum przy g=g*, male¢ do O - przy z=b. W tej z kolei
sytuacji korzystng z punktu widzenia ustugodawcy bedzie
cena uslugi g=g*, przy czym ze wzgledu na jej wysoko$¢
(g>a) nie wszyscy klienci skorzystaja z ustugi.
b) Praktyczne wykorzystanie przedstawionego w zarysie
modelu wymaga jego rozwini¢cia poprzez uwzglednienie
wyposazenia przedsigbiorstwa ustugowego w kombajny
réznigce si¢ wydajnoscia pracy oraz wplywu gatunku
zbieranego zboza, jego plonu jednostkowego, stanu
plantacji i innych warunkéw na wydajno$¢ pracy kombajnu
danego typu, a takze wytworzenia modelu operacyjnego w

postaci  programu  komputerowego  ulatwiajacego
obliczenia.

c) Przedstawione zagadnienie moze zostacé
zdyskretyzowane, to znaczy ciagta funkcje gestosci

prawdopodobienstwa f{x) zastapi¢ mozna funkcja dyskretna
Iub wreez empirycznym rozktadem prawdopodobienstwa.
d) Opracowany model dotyczy sytuacji, gdy k<a. W
sytuacji k€ <a, b> zachodzi¢ bedzie potrzeba
przekonstruowania modelu.

e) W przedstawionym modelu ilo$¢ pracy wyrazono w
hektarach a jednostkowq ceng ustugi - w ztotych na hektar.
W analogiczny sposéb mozna zbudowaé model, w ktérym
ilo§¢ pracy i1 cena ustugi beda wyrazone w innych
jednostkach, na przyktad w godzinach i ztotych na godzing.
f) Po odpowiedniej adaptacji opracowany model moze by¢
wykorzystany nie tylko do analizy ceny ustug w zakresie
kombajnowego zbioru zbdz, lecz réwniez ceny innych
ustug a takze ceny towaréw.
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