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PRICE OPTIMIZATION OF CEREAL HARVESTING  
FROM POINT OF VIEW OF THE SERVICER 

 

Summary 
 

In the article presented is mathematical model which explains influence of price of services provided in the range of mecha-
nized works in agriculture on the profit of service enterprise. The model concerns the combine cereals harvesting, because 
this kind of services is most often performed by service enterprises. 
 
 

OPTYMALIZACJA CENY ZBIORU ZBÓ� Z PUNKTU WIDZENIA USŁUGODAWCY 
 

Streszczenie 
 

Przedstawiono matematyczny model wyja�niaj�cy wpływ ceny usług �wiadczonych w zakresie zmechanizowanych prac 
w rolnictwie na zysk przedsi�biorstwa usługowego. Model ten dotyczy kombajnowego zbioru zbó�, poniewa� ten rodzaj 
usług wykonywany jest najcz��ciej przez przedsi�biorstwa usługowe. 
 
 
 
1. Wst�p 
 
 Celem niniejszej pracy jest zwrócenie uwagi na pewien 
mechanizm wolnorynkowego kształtowania ceny usług 
maszynowych w rolnictwie. W warunkach gospodarki 
rynkowej ostatecznym celem działalno�ci przedsi�biorstwa 
jest uzyskanie najwi�kszego zysku, na co wpływa wiele 
czynników. Jednym z nich jest cena towarów lub usług, 
oferowanych przez przedsi�biorstwo. Ze wzrostem ceny 
maleje popyt, co mo�e powodowa� zmniejszenie zysku 
przedsi�biorstwa, cho� niekoniecznie, je�li zwi�kszona 
cena zrekompensuje ten zmniejszony popyt. 
 Poni�ej przedstawiono matematyczny model 
wyja�niaj�cy wpływ ceny usług �wiadczonych w zakresie 
zmechanizowanych prac w rolnictwie na zysk 
przedsi�biorstwa usługowego. Model ten dotyczy 
kombajnowego zbioru zbó�, poniewa� ten rodzaj usług 
wykonywany jest najcz��ciej przez przedsi�biorstwa 
usługowe. Przy budowie modelu poczyniono uproszczenia, 
by jego wywód był klarowny, co czyni zado�� zamierzeniu 
autora, którym było jedynie ogólne zaprezentowanie 
problemu optymalizacyjnego. 
 
2. Po��dana liczba kombajnów w przedsi�biorstwie 
usługowym 
 
 Załó�my, �e przedsi�biorstwo usługowe b�dzie 
wyposa�one w jednorodne kombajny do zbioru zbó� w 
liczbie n. Liczba ta wynika z zale�no�ci: 
 

TW
S

n r= , (1) 

 
gdzie: Sr [ha] – realna powierzchnia do wykonania zabiegu 
w danym roku, 
T [h] – czas trwania kampanii �niwnej w danym roku, 
W [ha/h] – wydajno�� pracy jednego kombajnu. 

Formułuj�c zale�no�� (1) zało�ono dodatkowo, �e 
wydajno�� pracy W b�dzie stała, niezale�na od gatunku 
zbieranego zbo�a i innych warunków. 
3. Koszty stałe eksploatacji kombajnów ksn 
 

ssn nkk =  [zł], (2) 
gdzie: ksn [zł] – koszty stałe eksploatacji kombajnów, 
n [-] – liczba kombajnów na wyposa�eniu przedsi�biorstwa 
usługowego, 
ks [zł] – koszty stałe jednego kombajnu. 
 Bior�c pod uwag� zale�no�� (1) mo�na wzór (2) zapisa� 
nast�puj�co: 
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k =  [zł]. (3) 

 
4. Koszty zmienne eksploatacji kombajnów kzn 
 

Tnkk zzn =  [zł], (4) 
gdzie: kzn [zł] – koszty zmienne eksploatacji kombajnów, 
kz [zł/h] – koszty zmienne jednego kombajnu na jedn� 
godzin� jego pracy. 
Po uwzgl�dnieniu zale�no�ci (1) wzór (4) przybiera 
nast�puj�c� posta�: 
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5. Koszty całkowite eksploatacji kombajnów ke 
 
 Koszty te, b�d�ce sum� rocznych kosztów stałych (3) i 
zmiennych (5), wynios�: 
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k +=  [zł], (6) 

gdzie: ke [zł] – koszty całkowite eksploatacji kombajnów. 
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Koszty eksploatacji w odniesieniu do 1 ha powierzchni 

realnej, 
r

e

S
k

, wyra�� si� natomiast nast�puj�co: 

W
k

TW
k

k zs +=  [zł/ha], (7) 

gdzie: k [zł/ha] – jednostkowe, na 1 ha realnej powierzchni 
zbioru, koszty eksploatacji n kombajnów. 
 
6. Zysk jednostkowy i całkowity 
 
 Załó�my, �e na dany rok usługodawca ustali dla 
wszystkich usługobiorców cen� zbioru zbó� z jednego ha 
na g [zł/ha]. Oczywi�cie, cena ta musi spełnia� warunek 
g>k. Wtedy zysk jednostkowy z tytułu wykonania usługi na 
1 ha, zj, wyniesie: 

kgz j −=  [zł/ha]. (8) 

Całkowity roczny zysk zg z tytułu wykonania usług na 
powierzchni Sr wyniesie natomiast: 

rrg kSgSz −=  [zł]. (9) 

 W tym miejscu mo�na postawi� pytanie: jak zachowa 
si� całkowity zysk zg przy wzro�cie ceny usługi g? 
Odpowied� na to pytanie nie wynika jednoznacznie z 
równania (9), bowiem jest oczywiste, �e ze wzrostem ceny 
g liczba usługobiorców zmaleje i zmniejszy si� 
powierzchnia Sr. 
 
7. Funkcja zysku globalnego 
 
 Niech X oznacza zmienn� losow� wyra�aj�c� 
najwi�ksz� cen�, jak� jest skłonny zapłaci� potencjalny 
klient (rekrutuj�cy si� z obszaru obj�tego działaniem 
przedsi�biorstwa usługowego) za zbiór zbo�a z 1 ha, za� x 
[zł/ha] niech oznacza realizacje tej zmiennej losowej 
(warto�ci przybierane przez t� zmienn� losow� z przedziału 
liczbowego <a, b> - rys.1). Niech dana b�dzie funkcja 
g�sto�ci prawdopodobie�stwa f(x) zmiennej losowej X. Od 
funkcji tej wymaga si�, by była ona generowana 
powierzchni� usług, nie za� liczb� obserwacji, co pozostaje 
w zgodzie z Kołmogorowa aksjomatyczn� definicj� 
prawdopodobie�stwa. 
 Oczywistym jest (pod warunkiem a>k), �e ustalana 
przez usługodawc� cena usługi g powinna pochodzi� z 
przedziału <a, b>, to znaczy zawiera� si� mi�dzy 
najmniejsz� a i najwi�ksz� b cen� x zapłaty, deklarowan� 
przez usługobiorców. W przypadku ustalenia ceny g 

pomi�dzy warto�ciami a i b z usługi skorzysta tylko ta 
cz��� klientów, która jest skłonna zapłaci� przynajmniej 
cen� g (spełnia warunek x�g) – rys 1. W przypadku tym 
usługodawca nie wykona usług na całej powierzchni 
potencjalnej S, co miałoby miejsce przy g=a, lecz na realnej 
powierzchni Sr. Udział powierzchni realnej w powierzchni 
potencjalnej ilustruje obszar zakreskowany na rys. 1. 
 Znaj�c funkcj� g�sto�ci prawdopodobie�stwa f(x) 
mo�na realn� powierzchni� usług Sr wyrazi� nast�puj�co: 

�=
b

g
r dxxfSS )(  [ha], (10) 

gdzie: S [ha] – potencjalna powierzchnia usługi (suma 
powierzchni usług z gospodarstw skłonnych do 
skorzystania z usługi najwy�ej za cen� x zawart� w 
przedziale <a, b> ). 
 Wprowadzaj�c do równania (9) powierzchni� Sr 
wyra�on� wzorem (10) otrzymuje si� 

�� −=
b

g

b

g
g dxxfkSdxxfgSz )()(  [zł]. (11) 

 Po podzieleniu równania (11) obustronnie przez S i 

wprowadzeniu oznaczenia 
S

z
z g=  funkcja zysku 

bezwzgl�dnego przybiera nast�puj�c� posta�, unormowan� 
wzgl�dem potencjalnej powierzchni S: 
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8. Przebieg funkcji z(g) 
 
 Nie znaj�c szczególnej postaci funkcji f(x) mo�na 
sformułowa� jedynie ogólne wła�ciwo�ci zachowania si� 
funkcji z(g), a mianowicie. 
 

A. Funkcja z(g) 	 0, gdy g 	 b,  

poniewa� wtedy 
�
b

g

dxxf )(  	 0. 

B. Funkcja z(g) 	 a-k, gdy g 	 a,  
poniewa� wtedy 

�
b

g

dxxf )(  	 1. 

C. W przedziale <a, b> funkcja z(g) b�dzie zawsze 

wi�ksza od 0, bo w przedziale tym g-k>0 i �
b

g

dxxf )( >0. 

 

 
 
Rys. 1. Funkcja g�sto�ci prawdopodobie�stwa f(x) jednostkowej ceny zapłaty za usług� deklarowana przez usługobiorców i 
prawdopodobie�stwo wykonania usługi Sr / S 
Fig. 1. Function of probability density f(x) of unitary payment price for service declared by service recipient and probability 
of service performing Sr/S 
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D. Wła�ciwo�� A i C upowa�nia do sformułowania 
swoistego warunku wystarczaj�cego istnienia maksimum 
funkcji z(g): funkcja z(g) osi�ga w przedziale <a, b> 
maksimum lokalne, je�li oka�e si� ona rosn�ca dla cho�by 
jednej warto�ci g z tego przedziału. 
 Warunek D mo�na wyrazi� nierówno�ci�: 

0>
dg
dz , (13) 

która po obliczeniu pochodnej 
dg
dz  funkcji (12) przyjmuje 

posta�: 

�<−
b

g

dxxfgfkg )()()( . (14) 

 Graficzn� interpretacj� warunku (14) przedstawiono na 
rys. 2. 
 

 Je�li spełniony jest warunek wystarczaj�cy (13), to cen� 
usługi g* maksymalizuj�c� funkcj� zysku (12), wyznaczon� 
na mocy warunku koniecznego istnienia ekstremum funkcji 
jednej zmiennej, zawiera równanie: 
 

�
∗

=− ∗∗
b

g

dxxfgfkg )()()( . (15) 

 

 Z równania (15) wynika, �e maksimum funkcji zysku 
(12) wyst�pi przy takiej cenie usługi g=g*, przy której 
zrównuj� si� obie powierzchnie zaznaczone na rys. 2. 

 
Rys. 2. Je�li powierzchnia )()( gfkg −  jest mniejsza od powierzchni �

b

g

dxxf )( , to funkcja z(g) ma w przedziale <a, b> maksimum 

Fig. 2. If surface )()( gfkg −  is smaller than surfice �
b

g

dxxf )( , so function z(g) has maximumin the range <a, b> 

 
Rys. 3. Jednostajny rozkład g�sto�ci prawdopodobie�stwa f(x) i odpowiadaj�ca jemu funkcja zysku z(g) 
Fig. 3. Unitary distribution of probability density f(x) and corresponding with it profit function z(g) 
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9. Przebieg funkcji z(g) gdy zmienna losowa X ma 
rozkład jednostajny 
 
 Niech zmienna losowa X ma rozkład jednostajny o 
postaci: 
 

ab
xf

−
= 1

)( . (16) 

 
 Zgodnie z wzorem (12) funkcja z(g) przyjmie posta�: 
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 Przebieg funkcji f(x) i z(g) przedstawiono 
schematycznie na rys. 3. 
 Rachunek wykonany według równania (17) kolejno dla 
g=a i g=b daje wynik z(a)=a-k i z(b)=0, co pozostaje w 
zgodzie odpowiednio z wła�ciwo�ci� B i A. Funkcja z(g), 
dana równaniem (17), ma maksimum, co wynika z 
wła�ciwo�ci paraboli. Maksimum to przypada przy warto�ci 
ceny usługi g*, która wyznaczona z równania (15) dla 
jednostajnej funkcji f(x) wynosi: 
 

2
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g
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 Uwzgl�dniaj�c rezultat (18) w równaniu (17) uzyskuje 
si� nast�puj�c� warto�� z* maksymalnego zysku: 
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 W rozpatrywanym przykładzie optymalna cena usługi 
g* mo�e przyj�� warto�� z przedziału <a, b> lub mniejsz� 
od a. W pierwszej sytuacji optymalne rozwi�zanie jest 
realne, natomiast w drugiej – funkcja z(g) osi�ga tylko 
supremum przy g=a, które wyniesie zsup= a-k. Warunkiem 
powstania pierwszej sytuacji jest b+k�2a, natomiast drugiej 
b+k<2a. Rys. 3 dotyczy pierwszej sytuacji. 
 
 

10. Podsumowanie 
 
 Przedstawiony model pozwala na sformułowanie 
nast�puj�cych ogólnych spostrze�e�. 
a) Wpływ ceny usługi, pochodz�cej z przedziału <a, b>, 
na zysk przedsi�biorstwa usługowego mo�e by� dwojaki. 
Ze wzrostem ceny w tym przedziale zysk z b�dzie stale 
malał, od warto�ci z=a-k - przy g=a, do warto�ci z=0 - przy 
g=b. Uzasadnion� cen� usługi g b�dzie wówczas cena g=a, 
i usług� obj�ci zostan� wszyscy klienci. Mo�liwa jest te� 
druga sytuacja, w której ze wzrostem ceny g zysk z ro�nie 
pocz�tkowo, od warto�ci z=a-k, by, po osi�gni�ciu 
maksimum przy g=g*, male� do 0 - przy z=b. W tej z kolei 
sytuacji korzystn� z punktu widzenia usługodawcy b�dzie 
cena usługi g=g*, przy czym ze wzgl�du na jej wysoko�� 
(g>a) nie wszyscy klienci skorzystaj� z usługi. 
b) Praktyczne wykorzystanie przedstawionego w zarysie 
modelu wymaga jego rozwini�cia poprzez uwzgl�dnienie 
wyposa�enia przedsi�biorstwa usługowego w kombajny 
ró�ni�ce si� wydajno�ci� pracy oraz wpływu gatunku 
zbieranego zbo�a, jego plonu jednostkowego, stanu 
plantacji i innych warunków na wydajno�� pracy kombajnu 
danego typu, a tak�e wytworzenia modelu operacyjnego w 
postaci programu komputerowego ułatwiaj�cego 
obliczenia. 
c) Przedstawione zagadnienie mo�e zosta� 
zdyskretyzowane, to znaczy ci�gł� funkcj� g�sto�ci 
prawdopodobie�stwa f(x) zast�pi� mo�na funkcj� dyskretn� 
lub wr�cz empirycznym rozkładem prawdopodobie�stwa. 
d) Opracowany model dotyczy sytuacji, gdy k<a. W 
sytuacji k∈<a, b> zachodzi� b�dzie potrzeba 
przekonstruowania modelu. 
e) W przedstawionym modelu ilo�� pracy wyra�ono w 
hektarach a jednostkow� cen� usługi - w złotych na hektar. 
W analogiczny sposób mo�na zbudowa� model, w którym 
ilo�� pracy i cena usługi b�d� wyra�one w innych 
jednostkach, na przykład w godzinach i złotych na godzin�. 
f) Po odpowiedniej adaptacji opracowany model mo�e by� 
wykorzystany nie tylko do analizy ceny usług w zakresie 
kombajnowego zbioru zbó�, lecz równie� ceny innych 
usług a tak�e ceny towarów. 

 


