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MATHEMATICAL MODEL AND METHOD OF BALANCING FEED RATIONS FOR 
CATTLE IN DECISION SUPPORT SYSTEMS 

Summary 

This paper proposes mathematical model and algorithm of computation of a well balanced ration for cattle feeding. The 
work presents formulation of mathematical model and description of programming algorithm allowing computing an opti-
mal ration with the consideration of the productivity and weight of a cattle animal and providing its daily needs for all basic 
nutrient components and microelements. 
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 ����� �������� �����������	 ����� � �������� ������ ����������������� ������� �������	
�������� �������� �����. 
 ����� ���������� ������������ ������������ ����� � ����������
��������� ��������� �������������	 ��������, ������	���� ���������� �������� ���������� ���������
��������� � ���������� ������� � ����� ������ ��	 ��������� ������ ������ � ����� ����������
�������������� � ��� ���������. 
�������� 	�
��: ������ �������� ����	��	 �!���, ����������	, ������� ������� ����, ������

METODYKA I MATEMATYCZNY MODEL BILANSU POKARMOWEGO BYDŁA 
MLECZNEGO W SYSTEMACH WSPOMAGANIA DECYZJI 

Streszczenie 

W publikacji zaproponowano matematyczny model i algorytm okre"lenia zbilansowanej dawki pokarmowej dla krów mlecz-
nych. W pracy przedstawiono korekt# matematycznego modelu i opracowano algorytm programu bilansowania dawek po-
karmowych. Opracowany model i algorytm pozwalaj$ wyznaczy% dobowe zapotrzebowanie organizmu zwierz#cia na skład-
niki pokarmowe i mikroelementy z uwzgl#dnieniem zestawu pasz, planowanego udoju mleka i masy zwierz#cia. 
Słowa kluczowe: system wspomagania decyzji, optymalizacja, stado krów mlecznych, dawka pokarmowa 

1. ��������

������������ 
 ���
������� ������ ���
���
	������
� �������� 	���� �������� ������ �����
�� 
�
����	�� ����	�
�����
. �� ���� ���������
�
�!�����
��������� �� �
����������
 
 ���
����
 ���
���
–  �� ���	�
���	�� �����, � 	������ ��������� ��
��
���

���� ��� ����
��
���-�������
	�. " ������#�� ����� �
����
�
�� 	����$������ ��������
� 
 �
���� �����	

��
���
� ��%��
� (&��') [1, 2] � �����	�� ���������
��������� ����%�� �����$��� 	����$������
��������� 
 ����� ������� ���
���� 	������
� [3, 4]. 
&��' �������$�:  
− �(���
������ ��������� ���������
���� ���
�����
��%��
� ����
 ������� ���
���;  

− �����
�� ���������� �������
� ���������
�;  
− ��!���� ���%�$ ���������
��, 	������ 
 �������
�
������ � 	������� ��	������

 �� ������������; 
− ����
������ ��	���
�� �����, ������
������
����
��
����-�������
	�� �� ��%��
� ����
 �������
�!�����
��������� ���
���. 

2. �����-��� .��/0�12

& ����
�� ���%���� ������
� !��� ���������

����������� ����� �
������� ��������
�����
� ��
������� ���
���� 	������
�. ����������� � �� �����
�������
���	�� (�����
���	� “����
 � �
#����
���
���” ����� 	����
���	
� ��
����� ����

�
������� ��������
�����
�. &��� �� �����
� �
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�
�
�
���

 ���
����
 ���
��� ��
 ������
��������
�!�������

 �����!����
 �
������� �� ���� ��������
�
��������� 	���������� (����� ��#�����, �!������
 ����
�, �����
�, �
�, 	������	� 
 �..). �������	��
��	��� ����� �������� ����	��� �
�������, ��	 	�	
�������������, ��� �������
� � ���
��� 	�����
�
���������� 	��������� ����� !��� �� ����%�
�����. ����� ����, ��	�����
� �� ����� ��
����
���� �
��������� 	���������� ����� 
����
����
���$ ������� ����
����
. )�	, ����
���, 
��	�����
� �� ����� �� �!������  ����

 �����
!��� �
�
������, � �� ����� 	�	 �� ������ 
�

	������� ��	�����
� �� ����� � ��	������ �������
�����
��. )�	�� ���!��
��, ���!� � ����������
������� ��������� !� ���
�� � ���
�������
����	�����, �.�. ���������� ������%��
� 	��
������
���!��, ������ 
 	�������
�������� 	����� �
���
��� ����� ��������������� �������
���	
�
���!����
��. 

������
�����
� ���
���� 	������
� �	��� �
��
�����
�� &��' ��������� ��%��� ����$ �����
�� !���� ����	�� 	����������� ������. �����������
��
���
$ ������ �����#��� ����	������ 

�����
��
���	
� ����	��� � �
������ ��
���
�
��%��
� ��
 (���
�����

 ���
���� 	������
� �	���, 
�!�����
�������� ����������� �� ���
����
 

������ �
����������
. 

3. (�0� � .�������3� 4���5�

*���$ ����� ��!��� �������� 	����	�
���	�
�������
���	�� ����
 
 �����!��	� �����
���
��������� !�����
�����
� ���
����, �������$#
�
�����
���� �������$ �����!����� �����
��� �
�������
� �
��������� ��#������ 
 �
	�� �������� ��
�������� ��!��� 	����� � ������ ����
������
����	�
�����
 
 ���� �
�������. 

+������
 �����
 �� ������� ���
��� ��������
	�����, � ����������

 � ����
	��
, ��
�����
 �
'����!�
	� ��������, ����$��� ����� �
������� 

���: �������� ��� – �� ��	�
��$#
� 	���� �
!�
�������
������ ��� �� ��	���
$ – �� �����������
	���� [5]. &�
������, ��� �� ������
�  �
� ���
���
�
�, � ��������, ���
�
� ����� ���������
�����!���
� 	������ �������� �
���������
	����������. 
,!�����
� 	�	 ��	��� ( ) { }1 1,...,

,..., M j j M
D D D D

=
= =

�
 - 

���!����$ ����� ��������� �����!���
� 	������ j-��
�
���������� 	���������, �� M – 	��
������
��
�������� ��
 ���
�
���

 ���
��� �
���������
	����������. 

����� ����
��
����-�������
	�� ��!���� N 
�

��$#
��� � ��������� 	�����. +� ��!������ N
	����� ���!��
�� ������
�� ��	�� ���
�� 	������
�, 
	������ �����: 
− 
���� ��
����%�$ ���
�����;  
− ���������
�� �����!����
 �
������� � M
�
��������� 	���������� � ����������

 �
���!�����
 ������
. 

-�� �������
���	�� (�����
���

 ��
������
���!����
� �� 	����� 
� �	�$������ � ���
��
	����� ����� ����$#
� �!�������
�: 

aij �������
� j-�� �
���������� 	��������� � 1 	� i-��
	���� ( 1,...,i N= ); 
ci – ���
����� 1 	�. i-�� 	����; 
xi - 
�	���� �������� �����!���
� i-�� 	����. 
"�	��� ( ) { }1 1,...,

,..., M j j M
R R R R

=
= =

� � �
 - ���� ��	���

�������
� � �����
�������� ���
��� 	����� 
� &
�
��������� 	����������, ��
��� j-�  ������ Rj
��	���� ����������� ����$#
� �������
��: 

1

N

j ij i
i

R a x
=

= ⋅� . (1) 

)��� �����
������� ��	�����
� �������
� �
���
��� j-�� �
���������� 	��������� �� ��������
����� ��� �����!���
� ���� ��������, ������� ��
������
� �������� �����, 
 � ��	������ (���� �����
!��� �������� ����$#
� �!�����: 

1,...,

j j

j j M

D R
D

=

� �−� �δ = � �
� �� 	

�
. (2) 

)�	
� �!�����, ��	��� δ
�

���� ��	��� ��	�����
�
�
����������
 ���
��� �� ����� �� ��������
�
��������� 	����������. .�� ������ �
�����������
���
��� !��� ��������������� ���!����� ������, ���
����%� ����� !��� ������
� ����� ��	���� δ

�
. 

�� ���� � 	������� ������ ������� (��	�


����������� 
����������� ����� ��	���� δ

�
, 

����������$ 	�	 ����%����� ����� ������ ���
 ��������: 

( ) 1T
1

1

1

N

ij i jM
i

j
j j

a x D
Z x B B

M D
=

=


 �⋅ −� 
� �= ⋅δ = ⋅ ⋅
�

�
��� , (3) 

�� { }
1,...,

1
, 0, 1

M

j j jj M
j

B B B B
=

=

= ≥ =�
�

 - ��	���

����
�������� 	� ((
�
�����, ������
�  ��������
	������� �������
������� ������
 �������

(����������) ��	�����
� ���
��� �� ����� �� ����

�
 
���� �
���������� 	���������. /�����
�
	� ((
�
����� Bj �������$��� ������  	��������
�����	. ����
�����
� ������
� (��	�

 Z1 �����
����
� �� & ��
��
� 	 ����, ��� ( )1 0 1Z = . 

" 	������� ������ ������� (��	�

, ����
��, 
������ ��!���� ���
����� ���
���: 

( )2
1

N

i i
i

Z x c x
=

= ⋅�� . (4) 

)�	
� �!�����, �������
���	�� (�����
���	�
����
 ���
�
���

 ���
��� 
���� ����$#
� �
: 

( ) ( ){ }

min max

ÑÂ ÑÂ
1

Î Ý Î Ý
1

1 2

, 1,..., ;

, 1,..., ;

,

,

min , ,

i i i

i i

N

i i
i
N

i i
i

X x X i N

p P i N

a x D

a x D

Z x Z x

=

=

≤ ≤ =�
�

= =�
��
� ⋅ ≥
�
�
� ⋅ ≥
��

�

�
� �

 (5) 
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��  Xmin i, Xmax i – ��������� �����
���
� ��
�
�
������� 
 ��	�
������� ������
� ����� i-��
	���� � �������� ���
���, ��������� ��

���!��
����
 �������������; 

ÑÂ

ÑÂ
1

i i
i N

i i
i

a x
p

a x
=

⋅
=

⋅�
�
!� Î Ý

Î Ý
1

i i
i N

i i
i

a x
p

a x
=

⋅
=

⋅�
 - ������� ��

������ ��#����� �
!� �!������  ����

 ����� ���
���, 
�!�����
������ i-� 	����� (����	���� ���
���);  
P i – ��������� ��
 ���!��
����
 �������������
��������� �����
���
� �� �����
��� ������
� pi, 
�������$#
� �������$ ���������$ ����	����
���
��� �� ������ ��#����� �
!� �� �!������
 ����

, (
������ �	�!	
 “ ” ������$�, ��� �����
�����
���
� �� �!��������� ��
��������� � �
�����;  

��	�� «&"», «,0» – �!������$�, ��������������, 
«����� ��#�����» 
 «�!������  ����
�». 

" �	������� ��������	� ����� ������� ���
���
����������� ��!�� ����� �����	�
���
������ (�
����� ������, ���	�
���
������) ���
�
���

. 

4. &�4607���2 ��/��2

-�� ��%��
� �����	�
���
������
���
�
���
����� ����
 (5) ����������� 
�����������
���� ����%����� ����� [6], ��
 	������ � 	�������
�
��������� �
�
�
�
������ ������� (��	�


��!
������ ����%����� ����� �!�
� ��������������
������� (��	�
�: 

( ) ( ) ( )1 1 2 2Z x w Z x w Z x= ⋅ + ⋅� � �
, 

�� w1, w2 – ��	������ ������� 	� ((
�
����, ��
���

1 0w > , 2 0w > , 1 2 1w w+ = . 
��
 ��	�� ����� ��������
� ����������� ��� (�	�, 
��� ������� (��	�

 ( )1Z x� , ( )2Z x� 
��$� ������

����������
: ������
� ( )1Z x� 
�����$��� �
!����������� �����
������� �
�
���, � ������
�

( )2Z x�  - � ������� �
�
���. �� ���� ��%��
�
����
 (5) ����������� �����
�� � ��  ����. 

�� ������  ���� ���!��
�� ����
 ��%��
�
���	�
���
������ ����
, �� � 	������� �������
(��	�

 
����������� ����	� (��	�
� ( )1Z x� : 

( )

min max

ÑÂ ÑÂ
1

Î Ý Î Ý
1

1

, 1,..., ;

, 1,..., ;

,

,

min.

i i i

i i

N

i i
i
N

i i
i

X x X i N

p P i N

a x D

a x D

Z x

=

=

≤ ≤ =�
�

= =�
��
� ⋅ ≥
�
�
� ⋅ ≥
��

→

�

�
�

 (6) 

'���������� ��%��
� ����
 (6) !��� ���
�� 1x� , 
���
�
�
�������� �� �
����������
, �� 	�������
����� ��	�����
� �� ���!����� ���� �
����������

�� �������� ��
�������� �
��������� 	����������
!��� �
�
������. ).�., ���
�� 1x� !��� ��	�
������
��
!�
��� �� �������
$ �������� �
���������

	���������� 	 ���!����� ������. /���� (6) 
����������� ��!�� ����� �
�������
��������
�����
� 
 ����� !��� ��%��� �
����	�-
������ � 
�	���������� !��
��� [7]. ����!���
��
���
� �����
��� ��%��
� ����
 (6) �

����������
�� �
����	�-����� � 
�	����������
!��
��� ��
����� �������
 ������#�� �����
 � ��!���
[8, 9]. 

����� ��%��
� ����
 (6) ���!��
�� �� (������
(4) ���
��
�� ���
����� ���
��� 1x� :  

1 1
1

N

i i
i

C c x
=

= ⋅� . 

�� ������  ���� �� ��������
� ������������
�
������������ ������� (��	�
� ( )1Z x� , ( )2Z x� 
� (5) 

���!��
��, ������ ( )2Z x� , 
����������� ������$
(��	�
$, ����������$ ����$#
� �!�����: 

( ) ( )2 1*
2

1

Z x C
Z x

C
−

=
�

� . (7) 

"��������� �	������� �����!�� ������� (��	�
�
( )*

2Z x� �� ������ ����������� ��!�� ��	�����
�

���
����
 ( )2Z x� ��	������� ���
��� x� �� ���
����


C1 ���
�������� �� �
����������
 ���
��� 1x� , 
������� �� ������
� ���
����
 C1. )�	
� �!�����, 
������
� (��	�

 ( )*

2Z x� 
�����$��� � !�����������
�����
������� �
�
���, ��� �������� �
�����������$ ������� (��	�

 ( )1Z x� .  

)����� �� ��
�	� ���
���, ���
��������
����������� �� �
����������
 
 �� ���
����
, 
���!��
��, 
�������� ���� ����%����� ����, 
��%
�� ����$#�$ ���	�
���
�����$
���
�
���
����$ �����:  

( ) ( ) ( )

min max

ÑÂ ÑÂ
1

Î Ý Î Ý
1

*
1 1 2 2

, 1,..., ;

, 1,..., ;

,

,

min.

i i i

i i

N

i i
i
N

i i
i

X x X i N

p P i N

a x D

a x D

Z x w Z x w Z x

=

=

≤ ≤ =�
�

= =�
��
� ⋅ ≥
�
�
� ⋅ ≥
��

= ⋅ + ⋅ →

�

�
� � �

 (8) 

*������ (��	�
� ( )Z x� � (8) ����������� ��!��
����%����$ ����� ��� 	��(�
	��$#
� �������
(��	�
�. )�	, �� �����%��
� ���
����
 ���
���
���!��
�� �����%��� ����� 	����� � ���, ���
��
���� 	 �����%��
$ ������
� ( )*

2Z x� , ���	� ��

 ��� ���
�� ��� !���� !��� ��	�������� �� ���!�����
���
������� ���� �
����������
, � ����
�, !���
���������� ������
� ( )1Z x� . 

/�����
� ������� 	� ((
�
����� w1, w2, 	�	 

������
� Bj, �������$��� ������
  	���������
����
���
�. 
/���� (8), ���!�� ����� (6), ����� !��� ��%��� �

����������
�� �
����	�-����� � 
�	����������
!��
���. 
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5. �2���2

,������� ����
������ �����������
�������
���	�� ����
 ������� ���
��� 	������
�
	���� �������� ��, ��� ����
��
��-�������
	 ��

���������

 ���
��� 
���� �����������, ��

���!��
����
, ����
������ ��� �������$
���������$ ����	����, 
���� 
� �������
���	
�
���!����
�, 
��$#
��� � ��������� ������� ������
	���� 
 ����
� �����
�. 

)�	�� ������ �����
�� 
 ��, ��� ����� �����
�
������� 	� ((
�
����� Bj ��
�������� �������
�������
 �������
� � ������ �������
�
�
��������� 	���������� � ���
���, �.�. 
!�����
�����
� ���
��� !��� ����������� �
��	�
������� ��������$ �� �������� �
���������
	���������� (�!������  ����
�, ����� ��#����� 
 �..), 
� �� ����� 	�	 �� ��������� 	���������� ��������
��	�����
� �� ����� � ��	������ �����
���
�������. 

����������� ���� 
���������� � ��������	��
�������������� �������� ����
���	�� ��
����
����
��
 �����

 	����$������ ��������� �����	

��
���
� ��%��
� ��
 ������� ���
���� 	������
�
�������� 	����. 
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